PAGE  

Секция: Математика

Тема: Применение комплексных чисел 
(на примере решения задач из различных разделов математики)
Автор: 

Пахомов Дмитрий Сергеевич, 

МАОУ СШ №60 г. Липецка

11 класс
Научный руководитель: 

Лебедева Екатерина Владимировна, 

8-904-681-20-53
Оглавление

	Введение
	3

	Основная часть
	5

	1. Теоретическая часть
	5

	2. Практическая часть
	9

	2.1. Решение различных задач с применением комплексных чисел 
	9

	2.2. Применением комплексных чисел при решении задач на многочлены
	13

	Заключение
	17

	Библиографический список
	18

	
	


Введение 

Я всегда увлекался математикой. Меня манил этот удивительный мир чисел, формул и задач. Ещё будучи учеником основной школы, я прочно усвоил для себя два самых важных табу в школьной математике: нельзя делить на ноль и нельзя извлекать квадратные корни из отрицательных чисел. Надо сказать, что о существовании корней n-степени я, конечно, догадывался, но не изучал подробно. А пытаться извлекать квадратный корень из отрицательных чисел я мог, разве что, при решении квадратных уравнений в случае D<0. 
Уже став старшеклассником, на одном из своих первых уроках, я узнал то, что перевернуло мое восприятие математики. Извлекать квадратные корни из отрицательных чисел возможно! Правда, при некоторых уточнениях. 

Я закончил девятый класс с твердой уверенностью, что квадратное уравнение в случае отрицательного дискриминанта не имеет корней. Мне казалось не столь важным слово «действительные», которое говорил мой прежний учитель математики.  И только мой нынешний учитель, Лебедева Е. В., указал на важность корректной формулировки этого вывода. Итак, если дискриминант квадратного уравнения отрицателен, то уравнение не имеет действительных корней. 
Выяснилось, что помимо известных и хорошо изучаемых в школе действительных чисел, существует еще и таинственные комплексные числа или как их иногда называют мнимые, воображаемые. 
Эти числа представляются мне необычными и, вероятнее всего, сложными для изучения. Однако возникает закономерный вопрос: неужели они нужны лишь для того, чтобы извлекать квадратные корни из отрицательных чисел? 

Цель исследования:  изучить возможности применения комплексных чисел на примере решения некоторых математических задач из различных разделов математики. 
Задачи исследования:

1. Изучить необходимый теоретический материал по теме «Комплексные числа и их применение».

2. Научиться выполнять необходимые операции в поле комплексных чисел.

3. Подобрать задания для практической части исследования.
4. Рассмотреть связь комплексных чисел и теории многочленов;

5. Привести примеры эффективного решения заданий с помощью комплексных чисел.
Объект исследования: комплексные числа.
Предмет исследования: область применения комплексных чисел. 
Гипотеза: изучив необходимый теоретический материал, комплексные числа можно применять для решения задач из различных разделов математики
Основная часть

1. Теоретическая часть 
Свое исследование комплексных чисел я начал с осмысления равенства 
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Ведь мое возражение, что квадрат числа не может быть отрицательным, было лишено основания. Речь, конечно же, шла о квадрате действительного числа. Не вызывает сомнения и тот факт, что любая, даже самая необычная на взгляд простого обывателя, кем я несомненно являюсь, теория не создается и не изучается, если она не используется самой математикой или не имеет практического применения. В рамках нашего исследования невозможно рассмотреть такие применения в полной мере. Однако показать некоторые применения комплексных чисел представляется нам возможным.  
В начале исследования быть определен и изучен необходимый теоретический материал, а именно:

· определение комплексного числа, понятие аргумента комплексного числа, понятие модуля комплексного числа;

· алгебраическая форма комплексного числа;

· действия над комплексными числами: сложение, умножение, вычитание, деление, формулы для нахождения разности и частного комплексных чисел; 

· геометрическая интерпретация комплексных чисел; 

· тригонометрическая форма комплексного числа; 

· Формула Муавра.

Также был обобщен некоторый материал из теории многочленов и некоторые вопросы из курса тригонометрии.
Нами были определены семь задач из курса математики старшей школы, которые мы попробуем решить с помощью комплексных чисел. Вот эти задачи:  

1. Решить систему уравнений: 
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2. Найдите хотя бы одно решение в натуральных числах уравнения 
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3. Имеются ли на окружности радиуса 
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 с центром в начале координат точки с целыми координатами? Если да, то найдите хотя бы одну такую пару [6].
4. Доказать, что 
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5. Найти 
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6. Найти сумму кубов корней уравнения 
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7. Решить систему уравнений 
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Приведем краткую теоретическую информацию, в том числе и принятые в теории комплексных чисел обозначения с той целью, чтобы в дальнейшем использовать этот материал для решения указанных ранее задач. 

Определение комплексного числа. 
Пусть 
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 – комплексное число, число а называется действительной частью z, число b – мнимой  частью z. Действительная и мнимая части z обозначатся Rez  и Imz. Таким образом, 
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Запись комплексного числа в виде 
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 называют алгебраической формой записи комплексного числа. Множество комплексных чисел принято обозначать буквой С. 

Модуль и аргумент комплексного числа. 
Будем считать, что каждому комплексному числу 
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  соответствует точка     А(а;b) координатной плоскости, причем число а соответствует абсциссе, число b соответствует ординате в декартовой системе координат.

Пусть точка А, отличная от начала координат, изображает комплексное число 
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 называют  модулем числа z. Модуль числа z обозначается 
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 и вычисляется по формуле.
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Угол (или его величину) между положительным направлением оси Ох и вектором 
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, измеренный против часовой стрелки, называют главным аргументом числа z. 

Условимся, что 
[image: image23.wmf]Argz

 – главный аргумент, лежащий в промежутке 
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 − всякий угол, отличающийся от главного аргумента 
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Тригонометрическая форма комплексного числа. 
Если r
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  –  модуль комплексного числа 
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, а α – один из аргументов этого комплексного числа, то оно может быть записано в виде
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На множестве С определены операции сложения, вычитания, умножения и деление. Эти операции определены и для тригонометрической формы записи комплексного числа. Например, пусть заданы два комплексных числа 
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. Перемножив их тригонометрические формы, получим, что модуль произведения комплексных чисел равен произведению их модулей, то есть 
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У формулы (3) есть весьма любопытное следствие. Рассмотрим эти же комплексные числа, но заданные в алгебраической форме 
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Возведем в квадрат правые части этих равенств, получим:
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Равенство (4) справедливо для любых действительных чисел. Это равенство можно уточнить  и для целых чисел: 
Пусть a, b, c, d – целые числа. Если каждое из двух данных чисел может быть представлено в виде суммы квадратов двух целых чисел, то и их проведение также является суммой квадратов двух целых чисел.
Формула Муавра. 
Для возведения в степень удобно использовать тригонометрическую форму записи комплексного числа. Справедлива формула:
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2. Практическая часть

Считая весь указанный теоретический изученным, приступим к решению выбранных нами задач. 
2.1. Решение различных задач с применением комплексных чисел 

Задача 1. Решить систему уравнений: 
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Умножим первое уравнение на 
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, затем сложив со вторым уравнением, получим следующее равенство 
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Перепишем его в виде, сгруппировав слагаемые следующим образом:

	
[image: image47.wmf]a

a

sin

cos

)

sin

(cos

)

sin

(cos

i

y

i

y

x

i

x

+

=

+

+

+

.
	(6)


Введем дополнительные обозначения для удобства решения
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Тогда равенство (6) перепишется в виде 
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. Применив формулу модуля комплексного числа, получаем, что
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Таким образом  
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, т.е. точки, соответствующие комплексным числам z, w, а лежат на единичной окружности. 
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	Рис. 1


Пусть на координатной плоскости комплексным числам z, w, а будут соответствовать точки  Z, W, A. А углы между положительным направлением оси Ох и векторами 
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 соответственно (см. рис. 1). Так как 
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то геометрической интерпретацией этого равенства будет параллелограмм OZAW. Учитывая, что 
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Учитывая, что ранее мы обозначили 
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 комплексных чисел 
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 могут быть записаны в виде
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Формулы (7) и дают решение исходной системы.

Ответ: 
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Задача 2. Найдите хотя бы одно решение в натуральных числах уравнения 
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Разложим число 32045 на простые множители, получим: 

32045 = 5∙13∙17∙29 .
Заметим, что каждое из чисел 5, 13, 17, 29 представимо в виде суммы квадратов натуральных чисел; а именно:

5∙13∙17∙29 = (22+12)∙(32+22)∙(42+12)∙(52+22).

Тогда 
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Ответ: х = 19, y = 178.
Рассмотрим еще одну задачу с использованием равенства (4).
Задача 3. Имеются ли на окружности радиуса 
[image: image83.wmf]5
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 с центром в начале координат точки с целыми координатами? Если да, то найдите хотя бы одну такую пару. 
Используя уравнение окружности на плоскости, нашу задачу можно переформулировать в виде: решить в целых числах 
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(

. Выясним, найдутся ли  такие числа 
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. Разложив число 21125 на множители, получим: 21 125 = 53∙132.  Из предыдущей задачи мы знаем, что сами числа 
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 представимы в виде суммы квадратов двух чисел, а именно 

5∙13 = (22+12)∙(32+22).
А тогда в силу следствия в виде суммы квадратов двух чисел представляется и произведение любого числа сомножителей, равных 
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Для нахождения хотя бы одного решения, проделаем действия, аналогичные решению задачи 2.  
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Ответ: х = -122, y = 79.

Задача 4. Доказать, что 
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Пусть 
[image: image100.wmf]3

=

n

, тогда


[image: image101.wmf]=

-

=

+

=

a

a

a

a

a

a

a

sin

2

sin

cos

2

cos

)

2

cos(

2

cos



[image: image102.wmf]=

-

-

=

a

a

a

a

cos

sin

2

cos

)

1

cos

2

(

2

2



[image: image103.wmf]=

-

-

-

=

a

a

a

cos

)

cos

1

(

2

cos

cos

2

2

3

a



[image: image104.wmf].

cos

4

cos

4

3

a

a

-

=


Но наличие формул для n = 2 и n = 3 не означает, что для всех 
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 такое разложение существует.

Рассмотрим комплексное число 
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С другой стороны, используя определение степени, получим:
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После раскрытия скобок мы получим в правой части сумму слагаемых вида

[image: image111.wmf]k

n

k

k

i

a

-

=

)

sin

(

cos

a

a

.

Данное утверждение появилось на основе процесса возведения выражения 
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 в степень n до n = 8. Это слагаемое будет действительным числом только в случае, если 
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В этой записи появление минуса зависит от чётности и нечётности значения m. 
Таким образом, 
[image: image115.wmf]k

a
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 как сумма таких многочленов также является многочленом с целыми коэффициентами от 
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Задача 5. Найти 
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Используя формулу Муавра, выразим 
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Трудность возникла при возведении двучлена в пятую степень, однако воспользовавшись биномом Ньютона и треугольником Паскаля эту проблему я легко решил:
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Выделив из последнего выражения действительную часть и приравняв к 
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Найдем 
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 (сразу с учетом четверти):
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Подставив значения 
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Ответ: 
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2.2. Применением комплексных чисел при решении задач на многочлены. 

Пусть дано алгебраического уравнения степени 
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где 
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 − заданные комплексные числа, причем 
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В курсе высшей математики доказывается теорема Гаусса: всякий многочлен степени 
[image: image143.wmf]1
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 с комплексными коэффициентами имеет, по крайней мере, один комплексный корень. Эта теорема была доказана немецким математиком Карлом Гауссом в 1779 году. Доказать ее в рамках школьного курса не представляется нам возможным, однако некоторые ее следствия будут для нас полезны в рамках нашего исследования. 

Следствие 1. Всякий многочлен степени 
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 с комплексными коэффициентами раскладывается в произведение 
[image: image145.wmf]n

 линейных множителей.
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где 
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– корни многочлена, [1].

[1]Следствие 2. Всякий многочлен степени 
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 с комплексными коэффициентами имеет 
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 корней, если считать каждый корень столько раз, какова его кратность.

Объединив в (10) равные сомножители, многочлен в левой части (9) представим в виде
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где 
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 − натуральные числа, обозначающие кратности соответствующих корней, [1].
Дополнительно заметим, что приравнивая левые части (9) и (11), получаем, что справедливо равенство
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Следствие 3. Многочлен 
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Следствие 4. Всякий многочлен степени 
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 с действительными коэффициентами раскладывается в произведение линейных двучленов и квадратных трехчленов с действительные коэффициенты и  отрицательными дискриминантами, [1].

Следствие 5. Для любого 
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В школьном курсе это утверждение доказывается для 
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  и известно под названием теоремы Виета. Сформулированное выше утверждение также называется теоремой Виета, [1]. 
В частности, для уравнения 
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а произведение корней  равно  
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Заметим, что степень числа (– 1) и нижний индекс коэффициента всегда совпадают:
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Задача 6. Найти сумму кубов корней уравнения 
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Пусть для условности 
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 − корни (комплексные) этого уравнения. Согласно следствию 5, имеем:
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Воспользовавшись тождеством 
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получим
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Ответ: –87.
Задача 7. Решить систему уравнений 
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Заметим, что
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Пусть 
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Действительно, положив, что 
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Корень уравнения, равный 1, угадывается. Воспользуемся схемой Горнера
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Тогда левая часть уравнения (14) представима в виде произведения
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Значит числа 1, 3, 5 – корни уравнения (14). Учитывая, что значения в тройки чисел
[image: image206.wmf])
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 могут располагаться в произвольном порядке, получим шесть троек решений исходной системы: (1;3;5), (1;5;3), (3;5;1), (3;1;5), (5;1;3), (5;3;1).
Ответ: (1;3;5), (1;5;3), (3;5;1), (3;1;5), (5;1;3), (5;3;1).
Заключение

В начале нашего исследования была поставлена гипотеза: изучив необходимый теоретический материал, комплексные числа можно применять для решения задач из различных разделов математики.
В нашей работе мы показали, что обладая необходимым теоретическим материалом, который можно найти в любом учебнике для профильного обучения, рекомендованного для использования образовательными учреждениями, можно применять комплексные числа для решения задач из различных разделов математики. В ходе нашего исследования цель достигнута, задачи выполнены. 
Однако стоит отметить, что для более эффективного использования комплексных чисел необходимы значительные знания по курсу тригонометрии, а также в области теории многочленов, что и было показано в п.2.1.

В продолжение нашего исследования мне хотелось бы более углубленно изучить опросы применения комплексных чисел для решения задач на делимость. Такие задачи часто встречаются в олимпиадах и конкурсных испытаниях и мне бы хотелось добавить к уже имеющимся способам решения таких задач еще один.
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